
一、
0

0

sin sin sin

(1 2 )sin (1 2 )sin (1 2 )sin
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nx nx nx
I dx dx dx

x x x

 

  
  

     ， 

将第二个积分利用变量替换可以得到 

0 0 0

0

sin sin (1 2 )sin
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当 0n  时 1 0.I   当 1n  时 1 .I    

当 2n  时，得到
2

0 0

sin sin( 2)
2 cos( 1) 0.

sin
n n

nx n x
I I dx n xdx

x

 



 
        

从而利用递推公式可以得到
0

.
n

n
I

n


 


是偶数，

是奇数
 

二、解法一：   6 5 4 3 27 12 30 32 51 12 20f x x x x x x x        ， 

用辗转相除法，得      5 4 3 2, = 5 8 4f x f x x x x x x      . 

于是  
 

    
  2

'
2 1 2

,

f x
q x x x x x

f x f x
       . 

由于  f x 与  q x 有完全相同的不可约因式 1, 2x x  ，可见  f x 有根 1，-2.再

用综合除法，即 

1 2 -6 -8 17 6 -20 8
1

1 3 -3 -11 6 12 -8

1 3 -3 -11 6 12 -8 0
1

1 4 1 -10 -4 8

1 4 1 -10 -4 8 0
1

1 5 6 -4 -8

1 5 6 -4 -8 0
1

1 6 12 8

1 6 12 8 0
1

1 7 19

1 7 19 27

 

可见 1是  f x 的四重根，-2是  f x 的三重根. 

解法二：  f x 为首项系数为 1的整系数多项式，故它的有理根都是整数，且都



是常数项的因子.常数项 8的因子为 1, 2, 4, 8    .对 1x  应用综合除法检验（同

上），可见 1x  为  f x 的四重根，有      
4 3 21 6 12 8f x x x x x     ，且 

而对   3 26 12 8g x x x x    ，有 

-1 1 6 12 8

-1 -5 -7

1 5 7 1 0

                    

2 1 6 12 8

2 16 56

1 8 28 64 0

 

所以 -1, 2x x  ，不是  g x 的有理根，从而不是  f x 的有理根,又有 

 

1 6 12 8
-2

-2 -8 -8

1 4 4 0
-2

-2 -4

1 2 0
-2

-2

-2 1 0

 

可见    
3

2g x x  ，故      
4 3

1 2f x x x   ，即 1x  为  f x 的四重根， -2x 

为  f x 的三重根. 

三、解法一：  设   ， ，  是所求圆柱面上的任意一点，柱面上过此点的直母

线有参数方程 

                     

这母线与球面相切，即 的二次方程 

                           

或 

                                          

有重根，所以  ， ，  必需且只需满足方程 

                                       

把动点 的坐标换成通常的       即得所求圆柱面的方程 

                                       

解法二：  这个圆柱面显然就是经过原点并有方向向量 的直线为轴，球面的半

径 为半径的圆柱面. 轴的方程用向量表示是    ，对于柱面上任意一点 P ，

如          ，则它到轴的距离应等于 R ，所以有 



     

   
   即             

即 

利用拉格朗日公式，上式可写成 

                或                , 

其坐标形式与上面的结果一致. 

四、证明：令   121)1(  pppp

n nnpx  ， p

n npy )1(  ，则 nn yy 1 ，

)(  nyn ，并且 
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所以
2

1
lim 


n

n

n y

x
. 

五、证明：  )1( 令 ]1,0[,1)()(  xxxfxF 由题设知， )(xF 在 ]1,0[ 上连续，又 

 01)1()1(,011)0()0(  fFfF  

由连续函数的零点定理知，存在 )1,0( ，使得  1)(f  

在区间 ],0[  和 ]1,[ 上分别对 )(xf 用拉格朗日中值定理得 
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此时，
( ) (0) (1) ( ) ( ) 1 ( )

( ) ( ) 1
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六、证明：由曲边梯形的面积和直边梯形的面积比较得到 
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1 1 1
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利用积分区间的可加性 
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从而 
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